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 Tugas Akhir ini menjelaskan tentang kestabilan behavior model SIR pada penyakit HIV. 
Pada model ini diasumsikan terdapat individu terinfeksi tinggi dan terinfeksi lebih tinggi di kelas 
infeksi. Hasil yang diperoleh adalah ada dua titik kestabilan behavior pada model SIR yaitu titik 
kesetimbangan bebas penyakit ( ̂  ̂  ̂   ̂ ) stabil asimtotik lokal jika 
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 This thessis discussed about behavior stability for SIR model in HIV disease. In this model, 
we assumed there are two condition high infective and higher infective individuals in infective 
class. The result has obtained one disease-free equilibrium ( ̂  ̂  ̂   ̂ ) which is locally asymtotic 
stable if 
  
         
  , and endemic  equilibrium (           
 
 ) is unstable if 
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1.1 Latar Belakang 
Penyebaran berbagai jenis penyakit menular telah menjadi perhatian yang 
luas dari masyarakat karena telah banyak mengakibatkan kematian dan kerugian 
di berbagai bidang. Masalah ini akan semakin berdampak buruk jika tidak segera 
diatasi dengan baik. Dewasa ini terdapat berbagai macam penyakit yang harus 
diwaspadai karena dapat mengakibatkan kematian. Salah satu penyakit yang harus 
diwaspadai adalah Acquired Immune Deficiency Syndrome (AIDS) karena 
berakibat kematian pada penderitanya. AIDS merupakan penyakit yang 
menyerang sistem kekebalan tubuh yang disebabkan oleh Human 
Immunodeficiency Virus (HIV) atau dengan kata lain AIDS adalah fase terakhir 
dari infeksi HIV. 
Cara penularan HIV dapat melalui hubungan seks, pemakaian suntik 
bersama penderita, ibu penderita HIV positif ke bayinya dan lain-lain. Dari 
beberapa cara penularan tersebut, penularan dari ibu hamil ke bayinya adalah cara 
penularan yang efektif. Penularan HIV dari ibu hamil ke bayinya disebut 
penularan secara vertikal  dimana penularan dapat terjadi pada masa kehamilan, 
saat melahirkan, setelah melahirkan maupun saat menyusui. Oleh karena itu, 
penularan HIV transmisi vertikal harus dikendalikan penyebarannya. 
Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika memberikan peranan 
yang penting dalam mencegah dan mengendalikan meluasnya penyebaran 
penyakit. Penyakit-penyakit tersebut dapat dimodelkan ke dalam model 
matematika yaitu model epidemi SIR (Susceptible-Infective-Recovered) yang 
dikenalkan oleh Kermack dan Mckendrick (1927). 
Tamrin (2007), mengatakan model SIR (Susceptibles, Invectives, 
Recovered) pada awalnya dikembangkan untuk mengetahui laju penyebaran dan 
kepunahan suatu wabah penyakit dalam populasi tertutup dan bersifat epidemik. 
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Salah satu contoh mengenai pembentukan model SIR yaitu pada penyakit yang 
tidak fatal dan berdasarkan asumsi-asumsi yang dibuat. Setelah model terbentuk, 
kemudian dicari solusi analitis dan titik kesetimbangannya, yang selanjutnya 
diinterpetasikan dalam permasalahan yang sesungguhnya dalam kehidupan nyata. 
Dalam hal ini adalah mengenai perilaku penyebaran penyakit dan eksistensinya, 
yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.  
Beberapa penelitian tentang model penyebaran penyakit diantaranya adalah 
Behavior Stability in two SIR-Style Models for HIV, tahun 2010 tulisan S. 
Seddighi Chaharborj dkk yang membahas dua model matematika yaitu model SIR 
dan Model SIR modifikasi dengan asumsi terdapat individu terinfeksi tinggi dan 
terinfeksi lebih tinggi di kelas infeksi pada model SIR modifikasi. Kemudian 
Model SIR Penyakit Tidak Fatal, tahun 2007 karangan Husni Tamrin dan M. Zaki 
Riyanto yang membahas penyebaran penyakit tidak fatal menggunakan model 
SIR dengan asumsi populasi tertutup atau tidak ada proses migrasi. Selanjutnya 
penelitian penyebaran penyakit dengan judul Kestabilan Global pada Model 
Endemik SIR dengan Migran, tahun 2009 karangan Fajar Budianto  yang 
membahas model SIR dengan asumsi jumlah populasi dalam suatu wilayah adalah 
besar  dan individu dalam populasi bercampur secara homogen. Model 
penyebaran penyakit melalui hubungan seksual (PSH):Gonorrhea dan 
HIV/AIDS,tahun 2011 yang membahas model penyebaran penyakit melalui 
hubungan seksusal (PSH), khususnya pada penyakit Gonorrhea dan HIV/AIDS 
dengan konsep model SIR, SIS, IA dan SIAR, dan penelitian dengan judul 
Pembuatan model matematika dengan software untuk penghitung tingkat 
vaksinasi pada penyebaran penyakit menular, karangan Asep K. Supriatna dkk 
(2005), yang membahas model penyebaran penyakit dengan model SIR dan SIS. 
Berdasarkan paparan di atas, penulis tertarik untuk meneliti model SIR 
dengan judul ” Kestabilan Behavior Model SIR (Susceptible, Infectives, 





1.2 Rumusan Masalah 
 Rumusan masalah pada penyelesaian tugas akhir ini adalah “Bagaimana 
memodelkan penyebaran penyakit menular HIV dengan menggunakan kestabilan 
behavior model SIR pada penyakit HIV ?”. 
 
1.3 Batasan Masalah 
 Agar penulisan ini menjadi lebih terarah, permasalahan dibatasi pada 
pembahasan pembahasan yang mengulas pada jurnal Behavior Stability in two 
SIR-Style Models for HIV dari S. Seddighi Chaharborj dkk yang membahas dua 
model matematika yaitu model SIR dan Model SIR modifikasi dengan asumsi 
terdapat individu terinfeksi tinggi dan terinfeksi lebih tinggi di kelas infeksi pada 
model SIR modifikasi 
 
1.4 Tujuan Penulisan 
 Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah: 
a. Memperoleh model penyakit HIV dengan menggunakan kestabilan behavior 
model SIR  pada penyakit HIV. 
b. Mengetahui kestabilan titik ekuilibrium penyakit HIV menggunakan 
kestabilan behavior model SIR  pada penyakit HIV. 
c. Mengetahui hasil analisa  kestabilan behavior model SIR  pada penyakit 
HIV. 
 
1.5 Sistematika Penulisan 
 Sistematika penulisan pada tugas akhir ini terdiri dari beberapa bab yaitu : 
Bab I Pendahuluan 
Bab ini berisikan latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan 





Bab II Landasan Teori 
Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yang digunakan, seperti 
pemodelan matematika, sistem persamaan diferensial, kestabilan titik 
ekuilibrium sistem persamaan diferensial linear  dan kestabilan titik 
ekuilibrium sistem persamaan diferensial nonlinear.                       
Bab III  Metodologi 
Bab ini berisikan langkah-langkah yang penulis gunakan untuk 
menyelesaikan kestabilan behavior model SIR pada penyakit HIV. 
Bab IV  Pembahasan 
Bab ini berisikan pembahasan mengenai model matematika untuk 
memodelkan penyebaran penyakit menular dengan menggunakan 
kestabilan behavior model SIR pada penyakit HIV. 
Bab V   Penutup 








2.1 Sistem Persamaan Diferensial 
 Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan turunan dari 
satu atau lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih variabel bebas, sedangkan 
sistem persamaan diferensial terdiri dari beberapa persamaan diferensial. 
 Bentuk umum sistem persamaan diferensial nonlinear yang terdiri dari n 
persamaan adalah :  
   
  
   (          ) 
     (2.1) 
   
  
   (          ) 
dengan    adalah fungsi nonlinear, untuk          . Sistem (2.1) mempunyai 
penyelesaian jika    merupakan fungsi kontinu. Sistem persamaan (2.1) dapat 
dinyatakan kedalam bentuk 
 ̇   ( )                        (2.2) 
dengan   ̇  (
   
  
 
   
  
   




,   (         )   
 , dan   (         )
 .  
 Sistem persamaan (2.1) dikatakan linear jika            masing – masing 
linear dalam           . Sebaliknya disebut sistem persamaan diferensial 
nonlinear. Jika Sistem persamaan (2.1) linear, maka Sistem persamaan (2.1) dapat 
ditulis dalam bentuk :  
 ̇                      
 ̇                               
                     (2.3) 
 ̇                      
II-2 
Sistem persamaan (2.3) dapat dinyatakakan dalam bentuk   ̇    , dengan   
matriks ukuran    , dan    . Sistem persamaan (2.2) disebut sistem 
nonlinear jika tidak dapat dinyatakakan dalam bentuk system persamaan (2.3). 
 
2.2 Titik Kesetimbangan (Equilibrium) 
 Suatu sistem dinamis dikatakan berada dalam keadaan setimbang jika sistem 
tersebut tidak berubah sepanjang waktu. Oleh karena itu, suatu populasi dikatakan 
berada dalam keadaan setimbang jika jumlah populasi tersebut tidak berubah 
sepanjang waktu. Adapun defenisi tentang kesetimbangan dan kestabilan 
diberikan pada defenisi berikut ini : 
 
Definisi 2.1 ( Meiss, 2007)Titik  ̅      disebut titik kesetimbangan (titik 
equilibrium) sistem persamaan (2.2) jika  (  ̅)   . 
 
 Secara umum, model penyebaran penyakit biasanya mempunyai dua titik 
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan 
endemik penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit artinya dalam populasi 
tidak ada individu yang terinfeksi penyakit, sedangkan titik kesetimbangan 
endemik penyakit artinya selalu ada individu yang terinfeksi penyakit. 
 
2.3 Bilangan Reproduksi Dasar (  )   
 Untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit diperlukan suatu 
parameter tertentu. Parameter yang biasa digunakan adalah bilangan reproduksi 
dasar (Basic Reproduction Number). 
 Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menyatakan rata-rata 
individu infeksi skunder akibat tertular individu infeksi primer yang berlangsung 
didalam populasi susceptible. Namun ada pula yang mengartikan rasio atau 
perbandingan yang menunjukkan jumlah individu susceptible yang menderita 
penyakit yang diakibatkan oleh satu individu infected. 
 Bilangan reproduksi dasar digunakan untuk mengetahui adanya peningkatan 
ataupun penurunan jumlah individu yang terinfeksi. Semakin bertambahnya 
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individu yang terinfeksi dapat mengakibatkan kondisi endemik, sedangkan 
semakin berkurangnya individu yang terinfeksi dapat mengakibatkan penyakit 
infeksi menghilang dengan sendirinya dari populasi. 
 Jika      maka dalam populasi telah terjadi epidemic dan apabila tidak 
segera dilakukan penanganan akan terjadi suatu epidemic (wabah) atau secara 
metematika adalah tidak stabil, sebaliknya jika      maka dalam populasi tidak 
terjadi epidemic atau secara matematika stabil asimtotik lokal. 
  
2.4 Kestabilan Titik Kesetimbangan 
 Konsep perilaku sistem pada titik kesetimbangan (equilibrium) dikenal 
sebagai kestabilan titik kesetimbangan. Kestabilan tersebut merupakan informasi 
untuk menggambarkan perilaku sistem. Di bawah ini definisi formal mengenai 
kestabilan titik kesetimbangan :  
 
Definisi 2.2 (Kocak, 1991) Titik kesetimbangan (equilibrium)  ̅     dari sistem 
persaan (2.2) dikatakan : 
a. Stabil lokal jika untuk setiap     terdapat     sedemikian hingga untuk 
setiap solusi system persamaan (2.2)  ( ) yang memenuhi ‖ (  )   ̅‖    
maka berakibat ‖ ( )   ̅‖    untuk setiap     . 
b. Stabil asimtotik lokal jika titik equilibrium  ̅     stabil dan terdapat bilangan 
     sehingga untuk setiap solusi  ( ) yang memenuhi ‖ (  )   ̅‖     
maka berakibat        ( )   ̅ 
c. Tidak stabil jika titik equilibrium  ̅     tak memenuhi (a). 
 
 Jika untuk sembarang titik awal, solusi sistem persamaan diferensial  ( ) 
berada dekat dengan titik equilibrium  ̅     maka titik equilibrium  ̅     stabil 
global. Sementara itu jika untuk sembarang titik awal, solusi sistem persamaan 
diferensial  ( ) berada dekat dengan titik equilibrium  ̅     dan untuk   
membesar menuju tak hingga  ( ) konvergen ke  ̅    , maka titik equilibrium 
 ̅     stabil asimtotik global. 
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 Definisi 2 masih terlalu sulit digunakan dalam penentuan kestabilan didekat 
titik kesetimbangan. Oleh karena itu, dibutuhkan metode lain yang lebih mudah 
penerapannya dalam penentuan kestabilan di dekat titik kesetimbangan. Metode 
yang dimaksud adalah metode linearisasi. Metode ini digunakan untuk 
mengetahui perilaku sistem persamaan diferensial yang tidak dapat ditentukan 
eksaknya. Sebelum penyelesaian dengan metode linearisasi, perlu ditentukan 
terlebih dahulu matrik Jacobian di titik  ̅ . Di bawah ini diberikan definisi matriks 
Jacobian di titik  ̅. 
 
Definisi 2.3 (Kocak, 1991) diberikan   (       ) pada sistem persamaan (2.2) 
dengan     
 ( )          . demikian matriks Jacobian dari   dititik  . 






   
   
( )  
   
   
( )
   
   
   
( )  
   









 Setelah ditentukan matriks Jacobian, maka penyelesaian dengan metode 
linearisasi dapat dilakukan untuk mengetahui perilaku sistem yang tidak dapat 
ditentukan penyelesaian eksaknya. Berikut definisi mengenai metode linearisasi : 
 
Definisi 2.4 (Meiss, 2007) Sistem  ̇   ( ( ̅))   disebut linearisasi sistem 
persamaan (2.2) di ( ̅). 
 
 Dengan menggunakan matriks Jacobian  ( ( ̅)), sifat kestabilan titik 
equilibrium  ̅ dapat diketahui asalkan titik tersebut hiperbolik. Berikut diberikan 
definisi titik hiperbolik. 
 
Definisi 2.5 (Meiss, 2007) Titik equilibrium  ̅ disebut titik equilibrium hiperbolik 
jika semua nilai eigen   ( ̅) mempunyai bagian real tak nol. 
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 Kestabilan sistem persamaan (2.2) dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen 
matrik Jacobian  ( ( )). Kriteria kestabilan titik equilibrium dari sistem 
persamaan (2.2), disajikan pada Teorema dibawah ini : 
 
Teorema 2.1 (kocak, 1991) 
a) Jika semua nilai eigen dari matrik Jacobian  ( ( ̅)) mempunyai bagian real 
negatif, maka titik equilibrium  ̅ dari sistem persamaan (2.2) stabil asimtotik. 
b) Jika terdapat nilai eigen dari matrik jacobian  ( ( ̅))  mempunyai bagian real 
positif, maka titik equilibrium  ̅ dari sistem persamaan (2.2) tidak stabil. 
 
 Di bawah ini akan diberikan beberapa contoh mengenai kestabilan titik 
kesetimbangan untuk sistem linear dua variabel terikat. 
















maka diperoleh persamaan karakteristik 
    (   )  (     )                 
Berdasarkan persamaan karakteristik di atas, diperoleh 
     
    √(   )   (     )
 
   
atau 
     
  √     
 
 
    
dengan        dan        . 
 Stabilitas Sistem linier (2.2) dapat diterangkan sebagai berikut: 
1).      real dan berbeda jika    
        
 a.      sama tanda jika     : 
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      semua positif jika      tidak stabil. 
      semua negatif jika      stabil. 
 b.      beda tanda jika      tidak stabil. 
 c. Salah satu dari      nol, jika    . 
 Akar lainnya positif jika      tidak stabil. 
 Akar lainnya negatif jika      stabil netral. 
2).      real dan sama jika    . 
 a.      sama tanda : 
 Keduanya positif jika      tidak stabil. 
 Keduanya negatif jika      stabil. 
 b.        , bila      tidak stabil. 
3).      kompleks bila    . 
 a. Re      sama tanda : 
 Re      semua positif bila      tidak stabil. 
 Re      semua negatif bila      stabil. 


























 Stabil netral  P 
Q 
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2.5  Model SIR 
 Model SIR adalah model matematika untuk memodelkan penyebaran 
penyakit dengan membagi populasi menjadi tiga kelas yaitu susceptible atau kelas 
yang berisi individu rentan terhadap penyakit yang dibicarakan, kelas infectives 
atau kelas yang berisi individu yang telah terinfeksi penyakit dan bisa menularkan 
penyakit yang sedang dibicarakan, dan removed adalah kelas yang berisi individu 
yang telah mati akibat perkembangan HIV.  
 Di bawah ini akan diberikan contoh model SIR untuk penyakit menular 
HIV, dengan   adalah proporsi individu susceptible,   adalah proporsi individu 
infectives, dan   adalah proporsi individu removed sehingga        . Pada 
model ini diasumsikan : 
a) Adanya laju migrasi konstan (kelahiran/individu yang datang) kedalam 
populasi yang beresiko tinggi yang disebut individu rentan baru 
dilambangkan dengan      . 
b) Laju kematian alami atau meninggalkan populasi yang disebabkan bukan 
karena HIV/AIDS dilambangkan dengan  . Dengan laju kematian alami 
konstan    . 
c) Laju kematian dikarenakan perkembangan HIV/AIDS dari infected menjadi 
removed dilambangkan dengan    . 
d) Laju penularan dari susceptible menjadi infected yaitu      
 
   
 
,dengan     menyatakan banyaknya hubungan seksual yang terjadi 
pertahun,     adalah probabilitas penularan, yang keduanya adalah konstan 
dan  
 
   
 adalah proporsi dari individu yang terinfeksi ke individu yang aktiv 
secara seksual.  
Berdasarkan asumsi-asumsi diatas maka didapat diagram alir model SIR seperti 







                                    
         
 
                               
Gambar 2.2  Model SIR pada Penyakit HIV.  
 
Berdasarkan model pada gambar 2.2 diatas, maka didapat sistem persamaan 
diferensial sebagai berikut : 
  
  
  (    ( ))   ( ) ( )                                                                            
  
  
  ( ) ( )  (   ) ( )                                                                               
  
  
   ( )    ( )                                                                                               
          
dengan        , yang berarti proporsi pada populasi merupakan jumlah 
kelas susceptible, infected,dan kelas removed.  
 Solusi sistem persamaan (2.4) adalah himpunan    *(     )        
              +. Karena        , dan   bisa dicari setelah   dan   
ditentukan, maka untuk sementara persamaan (2.4.c) diabaikan, sehingga sistem 
persamaan dirubah menjadi : 
  
  
  (    ( ))   ( ) ( ) 
  
  
  ( ) ( )  (   ) ( )                                                                             
dengan       . 
 Solusi sistem persamaan (2.5) adalah himpunan    *(   )     
           +. Setelah diperoleh sistem persamaan diferensial dari model diatas, 
maka akan ditentukan titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan 
endemik penyakit. 
S     I R 
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2.5.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Pada titik kesetimbangan bebas penyakit artinya dalam populasi tidak ada 
individu yang sakit, sehingga    . 
Untuk mendapatkan titik kesetimbangan sistem  persamaan (2.5), maka 
sistem persamaan (2.5) diberi nilai nol atau sama dengan nol, sehingga sistem 
persamaan menjadi  
 (    ( ))   ( ) ( )          (2.6.a)  
 ( ) ( )  (   ) ( )          (2.6.b) 
Kemudian untuk mendapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit maka 
dilakukan penyelesaian di bawah ini : 
  (    ( ))   ( ) ( )    
dengan       
 
   
 
 (    )       
 (    )    
 
   
    
 (    )    
       
Sehingga diperoleh untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yang 
dinotasikan dengan  ̂, yaitu  ̂    . 
Berdasarkan penyelesaian diatas, maka diperoleh titik kesetimbangan bebas 
penyakit ( ̂  ̂)  (    ). 
  
2.5.2 Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 
Titik kesetimbangan endemik penyakit artinya selalu ada penyakit dalam 
populasi atau    ,  
dari sistem persamaan (2.6) akan diperoleh titik kesetimbangan endemik 
penyakit yaitu (     ) Misalkan titik ekuilibrium   adalah   , sehingga dari 
persamaan (2.6.a) diperoleh 
   (   )    
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dengan      
 
   
 dan      maka persamaan (2.6.b) menjadi 
  
 
    
   (   )    
 (    )    
 
    
   
Karena    , maka diperoleh  
(   )  
    
    
 
(   )(    )       
    (   )   (   )       
   (   )         (   ) 
  (
   (   )
(   )
)   
 ( 
  
   
  *    
Didefinisikan    
  
   
, maka diperoleh   untuk titik kesetimbangan endemik 
penyakit yaitu    (    )  
 . 
Selanjutnya subtitusi    (    )  
   ke dalam persamaan (2.6.a) diatas 
sehingga 
  (    ( ))   ( ) ( )    
  (    )    
 
   
    
        
    
   
   
    (   )     (   )         
                            
                   (    )  
            (    )     (    ) 
     
   (        (    ))   
  (   (    )    (    ))    
 
  
   
(        (    ))  
   
   









(        (    ))      (    )    (    ) 
    
        (    )
   (    )    (    )
 
 
             
 
          (    )
 
  
     
      (   )(    )
 
 
   
  (   )(    )
 
 
   




       







       
 








 Jadi, titik ekuilibrium endemik penyakit adalah     (
  





Dari  penyelesaian diatas, maka diperoleh titik kesetimbangan endemik penyakit 
(     )  (
  




 (    ) 
 ). 
Berdasarkan  titik ekulibrium endemik penyakit diperoleh bilangan 
reprodouksi dasar         
 





 Metodologi penelitian dalam tugas akhir ini adalah studi literatur dengan 
mempelajari buku-buku dan jurnal-jurnal yang berhubungan dengan penyakit 
epidemi, khususnya model SIR. Adapun langkah-langkahnya sebagai berikut: 
a) Menentukan asumsi dan mendefinisikan parameter yang digunakan pada 
model SIR   
b) Menggambar diagram alir untuk membentuk model matematika, diagram alir 
berfungsi untuk membentuk sistem persamaan differensialnya. 
c) Mencari titik ekulibrium model. Titik ekulibrium yang akan dicari adalah titik 
ekulibrium bebas penyakit dan titik ekulibrium endemik penyakit. 
d) Menentukan bilangan reproduksi dasar sebagai syarat cukup agar titik 
ekulibrium stabil asimtotik lokal atau tidak stabil. 
e) Menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium. 
f) Menyimpulkan hasil dari analisa kestabilan titik kesetimbangan. 
 
BAB IV 
PEMBAHASAN DAN HASIL 
 
 Pemodelan matematika merupakan suatu alat yang dapat digunakan untuk 
mendeskripsikan permasalahan-permasalahan yang terjadi dalam kehidupan 
sehari-hari kedalam bentuk yang metematis.  Dengan pemodelan metematika, 
permasalahan-permasalahan tersebut diharapkan menjadi lebih mudah untuk 
diselesaikan. 
 Pemodelan matematika juga dapat digunakan untuk memeodelkan 
penyebaran penyakit dalam populasi. Pada bab ini dibahas mengenai  kestabilan 
behavior model SIR untuk penyakit menular HIV yang diturunkan ulang dari 
model SIR. Penurunan tersebut mengacu pada Seddighi (2010). Dari model yang 
diperoleh , ditentukan titik keseimbangannya. Selain itu, ditentukan parameter 
yang dapat digunakan untuk mengetahui peningkatan ataupun penurunan jumlah 
yang terinfeksi. Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan terhadap titik 
kesetimbangan dengan menggunakan teorema. Kemudian  
 Sebagaimana yang diterangkan oleh Seddighi  (2010), di dalam model SIR 
untuk penyebaran penyakit HIV penularan terjadi didalam suatu populasi yang 
individunya berada pada resiko tinggi dari HIV. Penyebaran penyakit infeksi 
dapat dimodelkan dengan mengelompokkan individu pada populasinya menjadi 
tiga kelompok, yaitu kelompok susceptible, infected, removed. Kelompok 
susceptible didefinisikan sebagai kelompok individu yang sehat tetapi rawan 
untuk terinfeksi, kelompok infected didefenikan sebagai kelompok individu yang 
terinfeksi, sedangkan kelompok removed didefinisikan sebangai kelompok 
individu yang mati akibat penyakit HIV/AIDS. Dimisalkan      merupakan 
banyaknya individu  pada kelompok susceptible dalam waktu  ,      merupakan 
banyaknya individu pada kelompok infected dalam waktu  , dan      merupakan 




4.1 Asumsi-asumsi dalam Model 
 Untuk model SIR ini, asumsi atau catatan yang diberikan diantaranya 
sebagai berikut :  
a) Adanya individu terinfeksi tinggi dan lebih tinggi di dalam kelas infeksi. 
b) Adanya laju migrasi konstan (kelahiran/individu yang datang) kedalam 
populasi yang beresiko tinggi yang disebut individu rentan baru 
dilambangkan dengan      . 
c) Laju kematian alami atau meninggalkan populasi yang disebabkan bukan 
karena HIV/AIDS dilambangkan dengan  . Dengan laju kematian alami 
konstan    . 
d) Laju kematian dikarenakan perkembangan HIV/AIDS dari infected menjadi 
removed dilambangkan dengan    . 
e) Laju penularan  yaitu      
 
   
 ,dengan     menyatakan banyaknya 
hubungan seksual yang terjadi pertahun,     adalah probabilitas penularan, 
yang keduanya adalah konstan dan  
 
   
 adalah proporsi dari individu yang 
terinfeksi ke individu yang aktiv secara seksual.  
 
4.2 Kestabilan Behavior Model SIR   
 Berdasarkan asumsi-asumsi diatas maka diperoleh diagram alir model SIR  
pada gambar dibawah ini : 
                                                                                                           
                                         
                                                                                       
                                                                       
 
                                                                                      
                                                                                       
                                                                
Gambar 4.1 Kastabilan  Behavior Model SIR pada Penyakit HIV. 
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  (       )           
  
  
                          
   
  
                                                                                                     
   
  
                    
  
  
                             
dengan   adalah susceptibles,   adalah infected,    adalah high-infected,    adalah 
higher-infected,   adalah removed, laju kematian alami     konstan,    
konstan adalah laju perpindahan individu high-infected dari kelas   ke   ,    
konstan adalah laju perpindahan individu higher-infected dari kelas   ke   , laju 
migrasi       konstan, laju kematian           konstan masing-masing dari 
        ke   dan laju terinfeksi adalah     
 
   
. 
  
4.3 Titik Kesetimbangan (Equilibrium) 
 Titik kesetimbangan dari sistem persamaan (4.1) dapat ditentukan dalam 
dua keadaan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit artinya tidak ada individu 
yang terserang penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit yang artinya 
selalu ada individu yang terserang penyakit dalam populasi. 
 Pada model SIR, individu removed merupakan individu yang telah mati  
disebabkan oleh perkembangan HIV/AIDS, sehingga tidak menarik untuk 
deperhatikan. Oleh karena itu, kelompok individu yang menarik untuk 
diperhatikan adalah kelompok susceptible, infected, high-infected dan higher-




  (       )           
  
  
                          
   
  
                                                                                                    
   
  
                    
 
4.3.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Untuk mendapatkan titik kesetimbangan sistem  persamaan (4.2), maka 
masing-masing persamaan  pada sistem persamaan (4.2) diberi nilai nol, sehingga 
sistem persamaan (4.2) menjadi :  
  (       )                  (4.3.a) 
                              (4.3.b) 
                                                       (4.3.c)                            
                           (4.3.d) 
Titik kesetimbangan bebas penyakit artinya dalam populasi tidak ada 
individu yang terserang penyakit atau    , maka dari persamaan pertama pada 
sistem persamaan (4.3) dilakukan penyelesaiaan untuk mendapatkan   pada titik 
kesetimbangan bebas penyakit : 
 (       )             
dengan      
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Sehingga diperoleh untuk titik kesetimbangan bebas penyakit yang 
dinotasikan dengan    ̂, yaitu  ̂    . 
Berdasarkan penyelesaian di atas, maka diperoleh titik kesetimbangan bebas 
penyakit ( ̂  ̂  ̂   ̂ )    
        . 
 
4.3.2 Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 
Titik kesetimbangan endemik penyakit artinya selalu ada penyakit dalam 
populasi atau    , dari sistem persamaan (4.3) akan diperoleh titik 
kesetimbangan endemik penyakit yaitu              
 
  . Misalkan titik 
ekuilibrium   adalah   , sehingga dari persamaan (4.3.b) diperoleh  
                  
dengan      
 
   
  dan      , maka persamaan (4.3.b) menjadi : 
  
 
    
                  
                 
 
    
   
Karena    , maka diperoleh 
             
    
    
 
               
          
                                
  
                  
                
  (
              
           
)    
  ( 
  
         
  *    
Didefinisikan    
  
         
 , maka diperoleh   untuk titik kesetimbangan 
endemik penyakit yaitu            
 . 
Selanjutnya subtitusi    ke dalam persamaan (4.3.c) dan (4.3.d) di atas, 
sehigga persamaan (4.3.c) menjadi, 
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   (
  
    
)         
           
dan persamaan (4.3.d) menjadi 
          
              
                     
  
   (
  
    
*         
  




    
)     
      dan     (
  
    
)         
  . 
Selanjutnya subtitusi            
   ke dalam persamaan (4.3.a) di atas 
sehingga 
 (       )             
            
 
   
    
         
    
   
   
                           
                             
                 
                             
     
    (              )   
                         
  
  
   
(              )  
   
   








(              )                      
      
              
                  
 
 
             
 
                
 
  
     
           (  
     
     




   
  (     (  
     
     
*)       
 
 
   
  (             )      
 
 
   
                           
 
 
   
                           
 
  
   
                       
 
 
   
                       
 
 
         
(             )                 
 
Jadi, titik ekuilibrium endemik penyakit adalah              
 
  , dengan 
   
         
(             )                 
 
           
  
    (
  
    
)         
   
    (
  
    
*         
  
 
4.4 Bilangan Reproduksi Dasar        
 Hethcote (1994) menyebutkan pada suatu populasi yang di dalamnya 
terdapat penyebaran penyakit infeksi, dimungkinkan terjadi peningkatan ataupun 
penurunan jumlah individu yang terinfeksi. Semakin bertambahnya individu yang 
terinfeksi dapat mengakibatkan kondisi endemik, sedangkan semakin 
berkurangnya individu yang terinfeksi dapat mengakibatkan penyakit infeksi 
menghilang dengan sendirinya dari populasi. Oleh karena itu perlu ditentukan 
suatu parameter untuk mengetahui hal  yang demikian. Parameter yang dimaksud 
adalah basic reproduction number (   . Secara garis besar perhitungan dari    
IV-8 
untuk suatu model menggunakan metode next generation operator (NGO). Oleh 
karena itu dalam penentuannya digunakan rumus eksplisit dengan menentukan 
jari-jari spektral (        dari sistem persamaan (4.2) dengan      
 
   
. 
Sehingga sistem persamaan (4.2) menjadi : 
  
  
           
 




   
 
   
               
   
  
                                                                                                          
   
  
              
 selanjutnya akan tentukan matriks Jacobian dari sistem persamaan (4.4), 
dapat dilihat dari uraian di bawah ini :  
misalkan : 
                 
       
 
   
  
                 
 
   
               
                           
                           
 
 Fungsi               diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
           
 
     
  
    
    
      
 
 Fungsi               diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
           
 
     
  
 
    
      
 
 Fungsi               diturunkan terhadap variabel    : 
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 Fungsi               diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
           
 
     
   
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
    
 
     
             
  
 
    
      
 
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
    
 
     
             
  
 
    
      
           
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
    
 
     
             
   
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
    
 
     
             
   
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
               
  
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
               
  
    
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
               
   
       
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
               
   
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
   
  
 
               
  
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel   : 
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 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
               
   
   
 Fungsi                diturunkan terhadap variabel    : 
   
   
 
               
   
       
  Sehingga matriks Jacobian dari sistem persamaan (4.4) adalah 
               







    
    
      
    
      
  
    
      
    
      
            
         








 Selanjutnya akan dicari matriks Jacobian sistem persamaan (4.4) terhadap 
titik kesetimbangan ( ̂  ̂  ̂   ̂ )    
        , maka diperoleh    ( ̂  ̂  ̂   ̂ ) 
adalah: 
    ( ̂  ̂  ̂   ̂ )  [
      
               
         
         
] 
Didefinisikan matriks   dan   adalah sebagai berikut : 
  [
    
   
   
] dan 
  [
            
        
        
] 
maka    adalah matriks nonnegatif dan   adalah matriks  taksingular. Oleh karena 
itu rasio reproduksi dasar (  ) sama dengan (    
    dan (        sama 
dengan trace dari matriks     . Sehingga didapat rumus eksplisit untuk    
adalah : 
   (    
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dengan 









         
  
  
                           
 
    
 
  
                           
 
 








     [
    
   
   









         
  
  
                           
 
    
 
  
                           
 
 










         
  
   
   
] 
 Sehingga diperoleh     trace   
      
 
         
 
Teorema 4.1 Jika    menjadi bilangan reproduksi dasar untuk model SIR dan    
menjadi bilangan reproduksi dasar kestabilan behavior model SIR, sehingga 
     (  
     
   
). 
Bukti : 
      
 
   
            
     
 
         
 
           
 






     







         





 (  
     
   
* 
      (  
     
   
*        
 
4.5 Kestabilan Titik Kesetimbangan 
 Setelah diperoleh titik kesetimbangan dari sistem persamaan (4.1), maka 
akan diselidiki kestabilan titik kesetimbangan pada model tersebut.  
 
Teorema 4.2  Jika      maka kesetimbangan bebas penyakit adalah stabil 
asimtotik lokal. 
Bukti : 
Berdasarkan matriks Jacobian   ( ̂  ̂  ̂   ̂ ) maka akan ditenetukan det (   
  ( ̂  ̂  ̂   ̂ ))    untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks Jacobian. 
(     ( ̂  ̂  ̂   ̂ )) 
   [
    
    
    
    
]  [
      
               
         
         
] 
 [
       
                   
          
          
] 
det (     ( ̂  ̂  ̂   ̂ ))   , berarti 
det [
       
                   
          
          
]    
Persamaan karakteristik dari det (     ( ̂  ̂  ̂   ̂ ))     diatas adalah  
                                       . 
Sehingga nilai eigen-nilai  eigen dari persamaan karakteristik diatas : 
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     ,                ,          , dan          
Berdasarkan penyelesaiaan diatas, dapat dilihat bahwa        ,       
            karena     ,            dan           . 
Sehingga berdasarkan teorema 4.1 di atas, maka dapat disimpulkan bahwa titik 
kesetimbangan bebas penyakit ( ̂  ̂  ̂   ̂ )    
         stabil asimtotik lokal jika 
     dan              , Hal ini berarti bebas penyakit atau terjadi 
penurunan proporsi individu infeksi, sehingga penyakit infeksi berangsur-angsur 
berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Semakin berkurangnya individu 
infeksi mengakibatkan proporsinya menjadi nol setelah memasuki waktu tertentu. 
Tidak ada individu infeksi didalam populasi mengaibatkan berhentinya 
penyebaran penyakit infeksi, sehingga tidak terjadi perubahan populasi individu 
pada masing-masing kelompok. Pada situasi ini, indivudu yang berada dalam 
populasi merupakan individu semunya susceptible. Oleh karena itu, kestabilan 
yang dicapai adalah stabil asimtotik lokal.  
 
Teorema 4.3 Jika       maka kesetimbangan endemik penyakit adalah tidak 
stabil. 
Bukti : 
Sama seperti penyelesaiaan pada titik kesetimbangan bebas penyakit di atas, maka 
kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit dapat diselidiki melalui uraian di 
bawah ini : 
 Berdasarkan matiks Jacobian               di atas, maka matiks Jacobian 
titik kesetimbangan endemik penyakit          
    
   : 
           
    








    
     
        
     
        
  
     
        
     
        
            
         








Selanjutnya untuk mencari nilai eigen dari matriks Jacobian dicari            
    (              
    
  )    
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(              
    
  )   [
    
    
    
    







    
     
        
     
        
  
     
        
     
        
            
         








det (              
    
  )   , berarti   






     
    
 
        
    
 
        
  
    
 
        
  (
    
 
        
          *   
          






   
   
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik : 
(    
     
        
)(  (
     
        
          ))          
         subtitusi  
          
 ,  sehingga persamaan karakteristik 
menjadi  
(    
        
   
 
                        
 *(  (
    
 
                        
    
       *)                   
  (    
        




                
          *+                  
  (    
        




            
          *+                  
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  (    
        





   
          )+                  
Sehingga nilai eigen-nilai eigen dari persamaan karakteristik di atas : 
      
        
        
     
  
  
   
            ,           dan 
        . Berdasarkan hasil tersebut, jelas       
        
        
   karena 
     dan   ,     , sementara    
  
  
   
             dapat 
diuraikan sebagai berikut : 
    
  
  
   
             
                   (  
   ) 
    
  
           
 
           (  
   )
           
 
         (  
   ) 
       
       
          
       
Berdasarkan uraian di atas diperoleh nilai      √
 
 




sehingga dapat digambarkan sebagai berikut : 
                                                               
 
                                                     1 
 
                                     √ 
 
                             1    √
 
 




Gambar 4.2 Kurva        









Berdasarkan gambar dan teorema 4.3 di atas maka diperoleh kesimpulan : 
1. Jika      √
 
 
  maka     , sehingga titik ekuilibrium endemik penyakit 
tidak stabil. 
2. Jika    √
 
 




4.6.1 Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 
 Dengan mengambil parameter     ,      ,      ,      ,       , 
      ,      ,       , dan         . Subtitusikan nilai parameter ke 
sistem persamaan (4.1) sehingga diperoleh sistem persamaan (4.5) berikut: 
  
  
          (
         





         
   
)                     
   
  
                  
   
  
                   
  
  
                        
Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah ( ̂  ̂  ̂   ̂ )    
         
         . Bilangan reproduksi dasar sebesar      
 
         
 0,492. Untuk 






  ( ̂  ̂  ̂   ̂ )
 [
                
                             
             
              
] 
  [
          
        
         
          
] 
Bentuk linear dari sistem persamaan (4.5) sebagai berikut : 






          
        
         








                     
                   
                   
                    
] 
Sehingga sistem persamaan (4.5) menjadi : 
  
  
                                                                                            
  
  
                                                                                          
   
  
                                                                                            
   
  
                                                                                          
 Selanjutnya akan diperoleh gambar dari persamaan (4.5.a) dan (4.5.b). 
Persamaan  (4.5.c) dan (4.5.d) diabaikan karena jelas nilai   ,     pada 





Gambar 4.3  Orbit Kestabilan Behavior Model SIR pada Penyakit HIV 
untuk Titik  Ekuilibruim Bebas Penyakit 
 
Kemudian untuk menentukan kestabilannya, hitung det (     ( ̂  ̂  ̂   ̂ ))    
 det[
           
         
           
            
]    
maka diperoleh persamaan karaktristik                          
       . Sehingga nilai eigen- nilai eigen diperoleh        ,          , 
         dan          . Jadi dapat simpulkan bahwa titik ekuilibrium bebas 
penyakit stabil asitotik lokal.  
 
4.6.2 Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit 
 Dengan mengambil parameter     ,      ,      ,      ,    
    ,        ,       ,        , dan         . Subtitusikan nilai 
parameter ke sistem (4.1) sehingga diperoleh sistem (4.6) berikut: 
  
  
          (
         





         
   
)                        
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 Titik ekuilibrium endemik penyakit adalah          
    
   
                      . Bilangan reproduksi dasar sebesar 
     
 
         
 1,333 Untuk menentukan kestabilannya, maka subtitusikan 
nilai parameter ke matriks Jacobian berikut : 
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] 
Bentuk linear dari sistem persamaan (4.6) sebagai berikut : 
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] 
Sehingga sistem persamaan (4.6) menjadi : 
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Selanjutnya akan diperoleh gambar dari persamaan (4.6.a) dan (4.6.b). Persamaan  
(4.6.c) dan (4.6.d) diabaikan karena jelas nilai   ,     pada persamaan (4.6.a) 
dan (4.6.b), sehingga dapat digambarkan simulasinya sebagai berikut : 
 
Gambar 4.4  Orbit Kestabilan Behavior Model SIR pada Penyakit HIV 
untuk Titik Ekuilibruim Endemik Penyakit 
 
Kemudian hitung det(              
    
  )    
 det[
               
               
            
           
] 
maka diperoleh persamaan karakteristik          ,         ,         dan 
        . Sehingga nilai eigen-nilai eigen diperoleh          ,          , 
          dan          . Jadi dapat simpulkan bahwa titik ekuilibrium 



















 Bab V dalam penelitian ini terdiri dari kesimpulan dari pembahasan yang 
telah dilakukan pada bab IV dan saran bagi pembaca yang ingin melanjutkan 
penelitian ini.  
5.1 Kesimpulan  
Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan 
sebagai berikut : 
1. Kestabilan behavior model SIR adalah : 
  
  
  (    ( ))   ( ) ( ) 
  
  
  ( ) ( )  (         ) ( ) 
   
  
    ( )  (    )  ( ) 
   
  
    ( )  (    )  ( ) 
  
  
   ( )      ( )      ( )    ( ) 
dimana  ,  ,   ,   dan   masing-masing adalah kelas susceptible, kelas 
infectives, high-infected, higher-infected dan removed dalam populasi. 
2. Ada dua titik kesetimbangan pada model SIR dengan dengan kestabilan 
behavior yaitu : 
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit yaitu   ( ̂  ̂  ̂   ̂ )  ( 
       ). 
b. Titik kesetimbangan endemik penyakit yaitu (           
 
 ) dimana  
   
    (   )
((     ) (   ))(    )       (   )
 
   (    )  
  
    (
  
    
) (    )  
  
    (
  
    




3. Bilangan Reproduksi Dasar (  ) dapat didefinikan sebagai berikut : 
     
 
         
 
4. Jika      maka kesetimbangan bebas penyakit ( ̂  ̂  ̂   ̂ ) adalah stabil 
asimtotik lokal dan jika       maka kesetimbangan endemik penyakit 
(           
 
 ) adalah tidak stabil. 
 
5.2 Saran 
 Tugas akhir ini memodelkan penyebaran penyakit HIV dengan asumsi-
asumsi yang telah ditentukan, dan untuk meyelidiki kestabilan titik 
kesetimbangannya menggunakan metode linearisasi. Bagi pembaca yang 
tertarik dengan topik ini disarankan menggunakan asumsi dengan adanya 
migrasi untuk memodelkan penyebaran penyakit HIV, dan menggunakan 
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